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 Syme ´  tries Trivarie ´  es sur les Nombres de Genocchi
 G UO -N IU H AN
 Dumont [4] a donne ´  une interpre ´  tation des nombres de Genocchi en termes de comptages
 d’applications exce ´  dantes et surjectives de l’intervalle [2 n ] sur les sous-ensemble des entiers
 pairs 2[ n ] .  Dans cet article , on propose une me ´  thode nouvelle pour ba ˆ  tir une famille plus
 e´ tendue d’interpre ´  tations combinatoires de ces me ˆ  mes nombres contenant en particulier la
 pre ´  ce ´  dente . Les nouvelles interpre ´  tations ont toutes la proprie ´  te ´  de syme ´  trie qu’avaient
 e´ tablie pour la premie `  re fois Dumont et Foata [5] . Enfin , une proprie ´  te ´  de syme ´  trie pour la
 statistique trivarie ´  e nombres de points ‘maximaux’ , ‘fixes’ et ‘surfixes’ est e ´  tablie pour la
 premie `  re fois .
 Dumont [4] has given an interpretation of the Genocchi numbers by showing that they
 counted the excedent and surjective mappings of the interval [2 n ] onto the subset 2[ n ] of the
 even integers . In the present paper a new method is proposed that yields a larger family of
 combinatorial interpretations of those numbers . The symmetry property of Dumont’s inter-
 pretation also holds for that new family . Finally , another symmetry property is derived for the
 trivariate statistic number of ‘maxima’ , ‘fixed’ and so-called ‘surfixed’ points .
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 1 .  I NTRODUCTION ET  N OTATIONS
 Les nombres de Genocchi ( G 2 n ) n > 1 peuvent e ˆ  tre de ´  finis par la fonction ge ´  ne ´  ratrice
 exponentielle :
 G ( t )  5
 2 t
 e t  1  1
 5  t  1  O
 n > 1
 ( 2 1) n
 t 2 n
 (2 n )!
 G 2 n  ,
 les premie `  res valeurs e ´  tant reproduites dans le tableau suivant :
 n  1  2  3  4  5  6  7
 G 2 n  1  1  3  17  155  2073  38  227K
 Depuis Dumont [4] , on connaı ˆ t plusieurs interpre ´  tations combinatoires de ces
 nombres , reposant sur le the ´  ore `  me suivant .
 T HE ´  ORE `  ME 1 . 1 (Dumont) .  Notons A n l ’ ensemble de toutes les applications exce ´  dantes
 ( i .e . pour tout i , f  ( i )  >  i )  de ´  finies sur  [2 n ]  et surjecti y  es sur  2[ n ] . Alors ,  u A n u  5  G 2 n 1 2 .
 Dumont et Foata [5] ont donne ´  un raf finement de ce the ´  ore `  me dans les termes
 suivants . Soient  f  une application appartenant a `   A n  et  i  un e ´  le ´  ment de [2 n  2  2] ,  on dit
 que  i  est un  point saillant  de  f ,  si
 1  <  k  ,  i  implique  f  ( k )  ,  f  ( i )  ,  2 n ;
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 un  point fixe  si  f  ( i )  5  i ; et un  point maximal  si  f  ( i )  5  2 n .  On de ´  signe par sai(  f  ) (resp .
 fix(  f  ) ,  max(  f  )) le nombre de points saillants (resp . fixes et maximaux) de l’application  f .
 T HE ´  ORE `  ME 1 . 2 (Dumont – Foata) .  Pour tout entier n  >  1 , soit F n ( x ,  y ,  z )  la fonction
 ge ´  ne ´  ratrice du  y  ecteur  (max ,  fix ,  sai)  sur A n  , c ’ est - a`  - dire ,
 O
 f  P A n
 x max(  f  ) y  fix(  f  ) z  sai(  f  )  5  F n ( x ,  y ,  z ) .
 Alors la suite des polyno ˆ  mes  ( F n ( x ,  y ,  z )) n > 0  est caracte ´  rise ´  e par la relation de re ´  currence
 sui y  ante :
 H F 1 ( x ,  y ,  z )  5  1 ;
 F n ( x ,  y ,  z )  5  ( x  1  y )( x  1  z ) F n 2 1 ( x  1  1 ,  y ,  z )  2  x
 2 F n 2 1 ( x ,  y ,  z )  ( n  >  2) .
 D’apre `  s le The ´  ore `  me 1 . 1 , on a , en particulier ,
 F n (1 ,  1 ,  1)  5  u A n u  5  G 2 n 1 2 .  (1 . 1)
 Les premie `  res valeurs des polyno ˆ  mes  F n ( x ,  y ,  z ) sont donne ´  es par :
 F 1 ( x ,  y ,  z )  5  1 ;
 F 2 ( x ,  y ,  z )  5  xy  1  xz  1  yz  ;
 F 3 ( x ,  y ,  z )  5  x
 2 y  2  1  x 2 z  2  1  y  2 z 2  1  2 x 2 yz  1  2 xy  2 z  1  2 xyz  2
 1  x 2 y  1  x  2 z  1  xy 2  1  y  2 z  1  xz 2  1  yz 2  1  yz 2  1  2 xyz .
 On peut ve ´  rifier que pour tout  n  >  1 ,  le polyno ˆ  me  F n ( x ,  y ,  z ) est  syme ´  trique  en les
 trois variables  x ,y ,z ; ou encore , que la distribution des  statistiques  ‘max’ , ‘fix’ et ‘sai’ est
 syme ´  trique . Pour expliquer cette syme ´  trie , Dumont et Foata [5] avaient construit des
 involutions sur  A n  qui mettaient en e ´  vidence cette proprie ´  te ´  . Leur construction e ´  tait
 cependant indirecte . Le proble `  me qui reste ouvert est de trouver un mode `  le dans
 lequel cette syme ´  trie apparaı ˆ t de fac ¸  on imme ´  diate .
 Notre but ici n’est pas de fournir ce mode `  le syme ´  trique , mais de montrer qu’en
 re ´  alite ´  le mode `  le des applications exce ´  dantes surjectives rece `  le de Dumont – Foata . Il
 est commode de visualiser les applications exce ´  dantes de [2 n ] dans 2[ n ] comme e ´  tant
 des parties de l’ensemble  h ( i ,  2 j )  u  1  <  i  <  2 j  <  2 n j  qu’on appellera  escalier  ( ordinaire )
 pair  d’order 2 n .  Dumont et Foata conside ´  raient les seules applications  surjecti y  es
 contenues dans cet escalier . On peut , en fait , introduire d’autres familles de
 configurations qui ont les me ˆ  mes proprie ´  te ´  s . On aboutit ainsi au The ´  ore `  me 2 . 1 , qui
 constitue le re ´  sultat principal de cet article . Chaque famille est indice ´  e par un vecteur
 U  5  ( U 1  ,  U 2  ,  .  .  .  ,  U n 2 1 )  dont les e ´  le ´  ments sont pris dans un alphabet a `  trois lettres
 h X ,  Y ,  Z j .  Lorsqu’on spe ´  cialise la suite  U  a `  une ( n  2  1)-suite dont tous les termes sont
 e´ gaux a `   X ,  la famille correspondante est simplement  A n .  On est amene ´  a `  introduire
 une nouvelle statistique sur les e ´  le ´  ments  f  de  A n  ,  qui compte les points  surfixes ,
 c’est-a `  -dire les points  i  tels que 1  <  i  <  2 n  2  2 et  f  ( i )  5  i  1  1 .  On e ´  tablit alors (cf .
 Section 3) :
 T HE ´  ORE `  ME 1 . 3 .  La statistique  (max ,  fix ,  sur)  a pour fonction ge ´  ne ´  ratrice sur A n le
 polyno ˆ  me F n ( x ,  y ,  z ) .
 La de ´  monstration de ce the ´  ore `  me est consigne ´  e dans les Lemmes 3 . 1 et 3 . 2 . Ces
 re ´  sultats constituent , en fait , une nouvelle de ´  monstration du the ´  ore `  me de Dumont –
 Foata qui est a `  la fois plus courte et plus claire que la version originale dans [5] . La
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 technique principale est de conserver les variables  x ,y ,z  dans le mode `  le combinatoire
 lui-me ˆ  me , en ‘e ´  valuant’ les cases des escaliers a `  l’aide de ces variables , au lieu de
 s’encombrer des coef ficients a `  quatre indices des polyno ˆ  mes  F n  comme on le fait dans
 [5] .
 Lorsque  U  5  ( Y ,  Y ,  .  .  .  ,  Y ) ,  la famille de configurations est toujours  A n  ,  mais le
 triplet de statistique devient (sur , max , fix) (dans cet ordre) . Comme la syme ´  trie entre
 ‘sur’ et ‘fix’ est simple (voir Section 4) , on obtient la proprie ´  te ´  de syme ´  trie du triplet
 (max ,  fix ,  sur) sur  A n .
 En comparant les e ´  nonce ´  s des The ´  ore ´  mes 1 . 2 et 1 . 3 , on voit qu’il doit exister une
 bijection de  A n  sur  A n  envoyant le triplet (max , fix , sai) sur (max , fix , sur) . En fait , on
 construit ici (cf . The ´  ore `  me 4 . 2) une  in y  olution f  S  f ˆ   sur  A n  ayant ces me ˆ  mes
 proprie ´  te ´  s .
 2 .  L ES A PPLICATIONS  E XCE ´  DANTES  U - SURJECTIVES
 Une application  V  de ´  finie sur l’escalier pair d’ordre 2 n ,  dans l’ensemble  h 0 ,  1 ,  x ,  y ,  z j
 est appele ´  e  e´ y  aluation .  Les lettres  x ,y ,z  sont des variables commutatives et il sera
 commode de dire par la suite que  y  ( resp .  z ,x ) est le  successeur  de  x  (resp .  y ,z ) .  On
 e´ crit , par exemple ,  y  5  succ  x  et aussi  z  5  succ  p  succ  x .  Soit alors  U  5
 ( U 1  ,  U 2  ,  .  .  .  ,  U n 2 1 )  une suite dont les termes sont pris dans l’ensemble  h X ,  Y ,  Z j .  On lui
 associe une e ´  valuation , note ´  e  V  U ,  de l’escalier pair de ´  fini par les relations suivantes :
 (1)  V  U (2 n  2  1 ,  2 n )  5  V  U (2 n ,  2 n )  5  1 ;
 (2)  V  U (2 i  2  1 ,  2 n )  5  V  U (2 i ,  2 n )  5  U i  pour 1  <  i  <  n  2  1 ;
 (3)  V  U (2 i ,  2 i )  5  succ( U i ) , V
 U (2 i  2  1 ,  2 i )  5  succ  p  succ( U i ) pour 1  <  i  <  n  2  1 ;
 (4)  pour 1  <  i  <  n  2  1 et  i  1  1  <  j  <  n  2  1 ,
 V  U ( i ,  2 j )  5  5
 1 ,
 0 ,
 si  l’ensemble  forme ´  par  la  ligne  et
 la  colonne  passant  par  le  point  ( i ,  2 j )
 contient  les  trois  lettres  x ,  y ,  z ;
 sinon .
 Par exemple , pour  n  5  7 et  U  5  ( X ,  Y ,  X ,  X ,  Z ,  Y ) ,  l’e ´  valution  V  U  peut e ˆ  tre
 repre ´  sente ´  e par la Figure 1 (les lettres repre ´  sentant l’e ´  valuation s’e ´  crivent en
 minuscules) .
 Les conditions (3) et (4) ci-dessus entraı ˆ nent que les double-cases ((2 i  2  1 ,  2 j ) ,
 (2 i ,  2 j ))  (2  <  i  1  1  <  j  <  n  2  1) ne sont jamais d’e ´  valuation (0 ,  0) . Elles sont force ´  ment
 d’e ´  valuation (0 ,  1) , (1 ,  0) ou (1 ,  1) .
14
12
10
8
6
4
2
x     x y     y x     x x     x z     z y     y 1     1
0     1
1     0
1     1
0     1
1     1
0     1
1     0
0     1
1     0
1     1
0     1 1     0
y     z
x     z
1     0
z     y
1     1 1     0
z     y
x     z
z     y
YZXXYXU   =
1     2 3     4 5     6 7     8 9    10 11   12 13   14
 F IGURE 1 .  Escalier pair d’ordre 14  U -e ´  value ´  .
 Guo - Niu Han 400
14
12
10
8
6
4
2
8     8
     2,4
10   10
6     6
2     2
4     4
6     6
YZXXYXU   =
1     2 3     4 5     6 7     8 9    10 11   12 13   14
     4,6
8     8 8     8     4,8
     2,10      4,10     6,10      8,10
14   1414   1414   1414   1414   14
12   12
14   14 14   14
12   12
     2,12      6,12      8,12     10,12
 F IGURE 2 .  Escalier pair d’ordre 14  U -nume ´ rote ´  .
 Pour chaque  i  5  1 ,  2 ,  .  .  .  ,  n ,  il est commode de de ´  signer par  B U 2 i  le sous-ensemble de
 l’escalier pair d’ordre 2 n  constitue ´  par les points de la  ligne  2 i  d’e ´  valuation  non nulle ,
 ainsi que par les points (2 i  2  1 ,  2 j ) (resp . (2 i ,  2 j )) de la colonne (2 i  2  1) (resp . 2 i ) ,  dont
 la case adjacente (2 i ,  2 j ) (resp . (2 i  2  1 ,  2 j )) est nulle (2  <  i  1  1  <  j  <  n  2  1) .
 Par exemple , en reprenant la suite  U  pre ´  ce ´  dente , les ensembles  B U 2 i  sont les cases de
 l’escalier en la Figure 2 portant le nume ´  ro 2 i .  (Noter que certaines cases ont deux
 nume ´  ros , les bandes  B U 2 i  n’e ´  tant pas ne ´  cessairement disjointes deux a `  deux . )
 Pour ne pas confondre avec la notion d’escalier pair e ´  value ´  , on dit qu’un tel escalier
 pair est  U - nume ´  rote ´  .
 Soit  A #  n  l’ensemble des applications  f  exce ´  dantes de [2 n ] sur 2[ n ] (non
 ne ´  cessairement surjectives) , ou encore l’ensemble des configurations de 2 n  points
 contenues dans l’escalier pair d’ordre 2 n  ayant exactement un point dans chaque
 colonne .
 L’escalier pair  U - e´ y  alue ´   sert a `  donner une  e´ y  aluation V U (  f  ) a `  chaque  f .  On pose en
 ef fet
 V  U (  f  )  5  P
 i P [2 n ]
 V  U ( i ,  f  ( i )) .
 L’escalier pair  U - nume ´  rote ´   sert a `  de ´  finir la notion de  U - surjecti y  ite ´  .  On dit , en ef fet ,
 qu’une application  f  appartenant a `   A #  n  est  U - surjecti y  e ,  si pour tout  i  (1  <  i  <  n ) ,  il
 existe au moins un point  k  P  [2 n ] tel que ( k ,  f  ( k ))  P  B U 2 i .  Autrement dit ,  f  est
 U -surjective , si , lorsqu’on superpose son graphe sur l’escalier pair  U -nume ´  rote ´  , en
 trouve au moins une fois les nume ´  ros 2 ,  4 ,  .  .  .  ,  2 n  sur les cases occupe ´  es par les points
 du graphe de  f .  On note  A U n   l’ensemble de toutes les applications  f U -surjectives
 d’e ´  valuation  V  U (  f  )  non nulle .  Soit  i  P  [2 n ] ; on dit que  i  est un point  U - maximal ,  si
 V  U ( i ,  f  ( i ))  5  x ,  que c’est un point  U - fixe ,  si  V  U ( i ,  f  ( i ))  5  y  et qu’enfin c’est un point
 U - surfixe ,  si  V  U ( i ,  f  ( i ))  5  z .  On note max U f ,  fix U f  et sur U f ,  respectivement , le nombre
 de points  U -maximaux ,  U -fixes et  U -surfixes de  f .  Si  V  U (  f  )  ?  0 ,  on a naturellement
 V  U (  f  )  5  x  max
 U (  f  ) y  fix
 U (  f  ) z sur
 U (  f  ) .
 On peut alors e ´  noncer notre the ´  ore `  me principal :
 T HE ´  ORE `  ME 2 . 1 .  Pour toute suite U  5  ( U 1  ,  U 2  ,  .  .  .  ,  U n 2 1 ) , la fonction ge ´  ne ´  ratrice du
 y  ecteur  (max U ,  fix U ,  sur U )  sur A U n  est inde ´  pendante de U et e ´  gale a `
 O
 f  P A n U
 V  U (  f  )  5  F n ( x ,  y ,  z ) .
 En particulier ,
 u A U n  u  5  F n (1 ,  1 ,  1)  5  G 2 n 1 2 .  (2 . 1)
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6
4
2
x     x y     y 1     1
0     1 x     z
z     y
YXU   =
1     2 3     4 5     6
6
4
2
     2,4
YXU   =
1     2 3     4 5     6
2     2
4     4
6     6 6     6 6     6
 F IGURE 3 .
 La Figure 3 repre ´  sente , par exemple , deux escaliers pairs d’ordre 6 ,  U -e ´  value ´  s et
 U -nume ´  rote ´  s comme indique ´  .
 D’apre `  s (2 . 1) il y a donc  G 8  5  17 applications appartenant a `   A U 3  .  Leurs  U -e ´  valuations
 sont repre ´  sente ´  es dans ce qui suit . On ve ´  rifie bien que leur fonction ge ´  ne ´  ratrice est
 F 3 ( x ,  y ,  z ) .
 Application :
 E y  aluation  :
 224466
 zyxz 11
 224666
 zyxy 11
 226466
 zyyz 11
 244466
 z 1 xz 11
 244666
 z 1 xy 11
 246466
 z 1 yz 11
 Application :
 E y  aluation  :
 246666
 z 1 yy 11
 264466
 zxxz 11
 264666
 zxxy 11
 266466
 zxyz 11
 624466
 xyxz 11
 624666
 xyxy 11
 Application :
 E y  aluation  :
 626466
 xyyz 11
 644466
 x 1 xz 11
 644666
 x 1 xy 11
 646466
 x 1 yz 11
 646666
 x 1 yy 11
 Noter que les applications  f  5  644666 et  g  5  246666 sont bien  U -surjectives , puisque
 le point (2 ,  4)  P  B 2  >  B 4  .
 3 .  D E ´  MONSTRATION  DU T HE ´  ORE `  ME 2 . 1
 Un  escalier gauche E  d’ordre 2 n  est de ´  fini comme une suite d’entiers positifs
 ( E 1  ,  E 2  ,  .  .  .  ,  E 2 n )  telle que :
 (i)  E 2 i 2 1  5  E 2 i  pour 1  <  i  <  n ;
 (ii)  E i  2  E i 1 1  5  0 ou 1 pour 1  <  i  <  2 n  2  1 ;
 (iii)  E 2 n  5  1 .
 On repre ´  sente un tel escalier gauche comme un diagramme de Ferrers (a `
 l’anglo-saxonne) ayant une profondeur e ´  gale a `   E i a `  l ’ abscisse i .  (Voir la Figure 4 . ) Par
 convention , les cases du diagramme ainsi constitue ´  sont repe ´  re ´  es par les couples ( i ,  2 j )
 ou `  1  <  i  <  2 n  et  n  2  E i  1  1  <  j  <  n .  Avec cette convention , un escalier gauche d’ordre
 2 n  n’est donc rien d’autre qu’un  sous - ensemble  d’un escalier pair  h ( i ,  2 j )  u  1  <  i  <  2 j  <
 2 n j  d’ordre 2 n ,  ou `  les cases ( i ,  2 j ) satisfont les ine ´  galite ´  s 1  <  i  <  2 n  et  n  2  E i  1  1  <  j  <  n .
 En particulier , un escalier gauche d’ordre 2 n  contient toujours la  premie `  re ligne
 h ( i ,  2 n )  u  1  <  i  <  2 n j  de l’escalier pair .
 On associe une  e´ y  aluation V  a `  l’escalier gauche  E  en donnant a `  chaque case ( i ,  2 j )
 une valeur prise dans l’alphabet  h 1 ,  x ,  y ,  z j  selon les re ´  gles suivantes :
 (i)  ( x ,  x ,  .  .  .  ,  x ,  x ,  1 ,  1) pour la premie `  re ligne  h ( i ,  2 n )  u  1  <  i  <  2 n j ;
 (ii)  (1 ,  1 ,  .  .  .  ,  1 ,  1 ,  z ,  y ) pour les autres lignes .
 Notons que l’escalier gauche ( n ,  n ,  n  2  1 ,  n  2  1 ,  .  .  .  ,  1 ,  1) n’est rien d’autre que
10
8
6
x     x x     x x     x x     x 1     1
1     1 1     1
z     y
z     yV       =
1     2 3     4 5     6 7     8 9    10
 F IGURE 4 .
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x x     x 1     1
1
*
z     y x + 1 1     1
*
⇒    (x + y)(x + z)
 F IGURE 5 .
 l’escalier pair d’ordre 2 n  et que son e ´  valuation  V  coincide alors avec l’e ´  valuation  V  U  de
 l’escalier pair  U -e ´  value ´  a `  l’aide de la suite  U  5  ( X ,  X ,  .  .  .  ,  X  ) .
 On de ´  finit enfin la  signature  de  E  comme e ´  tant :
 sgn( E )  5  ( 2 1) n 2 E 1 .
 Par exemple ,  E  5  (3 ,  3 ,  2 ,  2 ,  2 ,  2 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1) est un escalier gauche d’ordre 10 ; sa
 signature est ( 2 1) 2  5  1 . L’e ´  valuation associe ´  e  V  peut e ˆ  tre repre ´  sente ´  e par la Figure 4 .
 Notons  ^  E  l’ensembles de toutes les applications  f  de  A #  n  telles que  f  ( i )  >  2 n  2  2 E i  1
 2 ,  (i . e . telles que tous les points ( i ,  f  ( i )) soient dans le diagramme de  E ) .  L’e ´  valuation
 V  de  E  induit alors une e ´  valuation de  f  de ´  finie par
 V  ( E ;  f  )  5  sgn( E )  P
 i P [2 n ]
 V  ( i ,  f  ( i )) .
 On a e ´  videmment
 O
 f  P ^  E
 V  ( E  ;  f  )  5  sgn( E )  P 2 n
 i 5 1
 S  O 2 n
 2 j 5 2 n 2 2 E i 1 2
 V  ( i ,  2 j ) D  .
 Pour l’exemple pre ´  ce ´  dent , on a
 O
 f  P ^  E
 V  ( E ;  f  )  5  ( x  1  1  1  z )( x  1  1  1  y )( x  1  1) 2 ( x  1  z )( x  1  y ) x  2 .
 L EMME 3 . 1 .  On a
 F n ( x ,  y ,  z )  5 O
 E
 O
 f  P ^  E
 V  ( E ;  f  ) ,  (3 . 1)
 ou `  la premie `  re somme est sur l ’ ensemble de tous les escaliers gauches d ’ ordre  2 n .
 D E ´  MONSTRATION .  Le seul escalier gauche possible d’ordre 2 est (1 ,  1) ; le lemme est
 donc vrai pour  n  5  1 .  Pour  n  >  2 ,  on de ´  compose l’ensemble  % 2 n  des escaliers gauches
 en deux sous-classes  % 1 2 n  et  %
 2
 2 n  distinctes : on pose  E  P  %
 1
 2 n ,  si  E 2 n 2 2  5  2 et  E  P  %
 2
 2 n ,  si
 E 2 n 2 2  5  1 .  Les diagrammes suivants (Figures 5 et 6) donnent la cle ´  de la de ´  monstration
 du lemme .
 Le premier diagramme , par exemple , montre que tout escalier gauche  E  d’ordre 2 n
 tel que  E 2 n 2 2  5  2 est envoye ´  sur un escalier gauche  E 9 d’ordre (2 n  2  2) donne ´  par
 E 9  5  ( E 1  2  1 ,  E 2  2  1 ,  .  .  .  ,  E 2 n 2 5  2  1 ,  E 2 n 2 4  2  1 ,  E 2 n 2 1 ,  E 2 n ) .
 En imposant la valeur ( x  1  1 ,  x  1  1 ,  .  .  .  ,  x  1  1 ,  x  1  1 ,  1 ,  1) a `  la premie `  re ligne de  E 9
 et (1 ,  1 ,  .  .  .  ,  1 ,  1 ,  z ,  y ) aux autres lignes , on obtient une nouvelle e ´  valuation  V  9 pour
 E 9 ,  d’ou `  une e ´  valuation  V  9 ( E 9 ;  g ) pour toute application  g  de  A #  n 2 1 appartenant a `   ^  E 9  .
x x     x 1     1
*
x 1     1
*
⇒    – x2
 F IGURE 6 .
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Eh
Eb
Eh
Eb
(E, f )
(E', f' )
⇒
 F IGURE 7 .
 Comme sgn  E 9  5  ( 2 1) n 2 1 2 ( E 1 2 1)  5  ( 2 1) n 2 E 1  5  sgn  E ,  on a bien
 O
 f  P ^  E
 V  ( E  ;  f  )  5  ( x  1  y )( x  1  z )  O
 g P ^  E 9
 V  9 ( E 9 ;  g ) .  h
 Un escalier gauche  E  d’ordre 2 n  peut se de ´  composer en deux parties  E b  et  E h : on
 prend pour  E b  le plus grand escalier ordinaire pair dans le coin infe ´  rieur gauche de  E .
 Autrement dit , ou bien  E 2  5  E 3 et  E b  5  [ ,  ou bien , dans le cas contraire ,  E b  5
 ( E 1  ,  E 2  ,  .  .  .  ,  E 2 m ) ,  ou `   m  est pe plus petit entier satisfaisant 1  <  m  <  n  2  1 et  E 2 m 1 2  5
 E 2 m 1 3 .  Naturellement  E
 h  est la partie haute restante :  E h  5  E  \  E b .
 On de ´  compose alors l’ensemble des couples ( E ,  f  ) ,  ou `   E  est un escalier gauche
 d’ordre 2 n  et  f  un e ´  le ´  ment de  ^  E  en trois classes  ^  1 2 n ,  ^  2 2 n  et  ^  0 2 n .  Dans la premie `  re ,
 nous rangeons tous les couples ( E ,  f  ) tels que  E h  ?  [  et  f  est surjective sur  E b ,  elle
 contient en particulier tous les couples tels que  E b  5  [ ; dans la seconde , ceux des
 couples ou `   E b  ?  [  et ou `   f  n’est pas surjective sur  E b ; et dans la troisie `  me ,  E  est
 l’escalier ordinaire pair et  f  une application surjective appartenant a `   A n .
 On de ´  finit une bijection de  ^  1 2 n  sur  ^  2 2 n  indique ´  e par la Figure 7 .
 L’escalier gauche  E 9 est obtenu en incluant une ligne vide dont la longueur est e ´  gale
 a` l’ordre de  E b  plus 2 entre  E b  et  E h .  On obtient bien encore un escalier gauche
 d’ordre 2 n ,  puisque la longueur de la dernie `  re ligne de  E h  surpasse au moins de quatre
 unite ´  s la longueur de la premie `  re ligne de  E b .  De la me ˆ  me fac ¸  on , on botient le graphe
 de l’application  f  9 en incluant une ligne vide dans le graphe de  f .  De plus ( E 9 ) b  contient
 strictement  E b  et donc (au moins) une ligne vide . L’application  f  9 n’est donc pas
 surjective sur ( E 9 ) b ,  de sorte que le nouveau couple ( E 9 ,  f  9 ) appartient a `   ^  2 2 n .
 On passe , re ´  ciproquement , de ( E 9 ,  f  9 )  a`  ( E ,  f  ) par suppression de la ligne vide la
 plus basse de ( E 9 ,  f  9 ) .  On a enfin
 V  ( E 9 ;  f  9 )  5  2 V  ( E ;  f  ) ,
 puisque  E 9 a une ligne de plus que  E .
 Dans la somme (3 . 1) il ne reste donc plus que les couples ( E ,  f  ) ou `   E  est l’escalier
 pair et  f  une application surjective sur  E .  On a donc de ´  montre ´  le lemme suivant .
 L EMME 3 . 2 .  On a
 F n ( x ,  y ,  z )  5  O
 f  P A n
 V  U (  f  ) ,
 ou `  U  5  ( X ,  X ,  .  .  .  ,  X  ) .
 L EMME 3 . 3 .  Le changement de la premie `  re lettre dans une suite ne change pas la
 fonction ge ´  ne ´  ratrice associe ´  e a `  cette suite .
 Nous donnons ci-apre `  s la de ´  monstration seulement dans le cas ou `   U  5
 ( X ,  U 2  ,  U 3  ,  .  .  . ,  U n 2 1 )  et  W  5  ( Y ,  U 2  ,  U 3  ,  .  .  .  ,  U n 2 1 ) .  Les autres cas comme  U  5
 ( Z ,  U 2  ,  U 3  ,  .  .  .  ,  U n 2 1 )  et  W  5  ( X ,  U 2  ,  U 3  ,  .  .  .  ,  U n 2 1 ) se de ´  montrent de la me ´  me fac ¸  on .
 D E ´  MONSTRATION .  Pour de ´  montrer le lemme , on construit une bijection  F :  f  S  g  de
 l’ensemble  A U n   sur  A
 W
 n   telle que  V
 U (  f  )  5  V  W  ( g ) .
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x     x
0     1
1     0 y     x
1     1
z     y
x     z
z     y
YZXX
1     2
y     y
0     1
1     0
1     1
x     z
1     2
V U  = ⇒    V W  =
Y
 F IGURE 8 .
 Pour les deux premie `  res colonnes , le dessin en la Figure 8 montre le changement
 d’e ´  valuation .
 On constate donc que pour 4  <  j  <  2 n  2  2 ,  on a dans tous les cas  V  U (2 ,  j )  5  V  W  (1 ,  j ) .
 L’application  g  est ainsi de ´  finie :
 (i)  g ( i )  5  f  ( i ) pour 3  <  i  <  2 n ;
 (ii)  si (1 ,  f  (1))  P  B U 2  ,  on pose  g (2)  5  f  (1) et
 g (1)  5  5  2 n , 2 ,
 f  (2) ,
 si  f  (2)  5  2 ;
 si  f  (2)  5  2 n ;
 dans  les  autres  cas ;
 (iii)  Si (1 ,  f  (1))  ¸  B U 2  ,  on a (2 ,  f  (2))  P  B
 U
 2  par  U -surjectivite ´  , on pose alors
 g (1)  5 H 2
 f  (1) ,
 si  f  (1)  5  2 n ;
 sinon ;
 et
 g (2)  5 H 2 n ,
 f  (2) ,
 si  f  (2)  5  2 ;
 sinon .
 L’inverse de cette construction est assure ´  e par les faits que dans le cas (ii) on a
 toujours (2 ,  g (2))  P  B U 2  ,  et dans le cas (iii) on a (2 ,  g (2))  ¸  B U 2  .
 On ve ´  rifie , en distinguant plusieurs cas simples , que  f  S  g  est une bijection ayant
 bien la proprie ´  te ´   V  U (  f  )  5  V  W  ( g ) de ´  sire ´  e .  h
 L EMME 3 . 4 .  Le changement de deux lettres conse ´  cuti y  es dans une suite ne change pas
 la fonction ge ´  ne ´  ratrice associe ´  e a `  cette suite .
 Nous donnons ci-apre `  s la de ´  monstration seulement dans le cas ou `   U  5  ( U 1  , U 2  ,  .  .  .  ,
 U r  5  X ,  U r 1 1  5  Y ,  .  .  .  ,  U n 2 1 )  et  W  5  ( U 1  ,  U 2  ,  .  .  .  ,  U r  5  Y ,  U r 1 1  5  X ,  .  .  .  ,  U n 2 1 ) .  Les
 autres cas comme  U  5  ( U 1  ,  U 2  ,  .  .  .  ,  U r  5  Z , U r 1 1  5  Y ,  .  .  .  ,  U n 2 1 ) et  W  5
 ( U 1  ,  U 2  ,  .  .  .  ,  U r  5  Y , U r 1 1  5  Z ,  .  .  .  ,  U n 2 1 ) se de ´  montrent de la me ˆ  me fac ¸  on .
 D E ´  MONSTRATION .  Pour de ´  montrer le lemme , on construit une bijection  ˚  :  f  S  g  de
 l’ensemble  A U n   sur  A
 W
 n   telle que  V
 U (  f  )  5  V  W  ( g ) .
 Pour  i  >  2 r  1  3 ,  on pose toujours  g ( i )  5  f  ( i ) .  Puisque pour  i  <  2 r  2  2 ,  on a
 V  U ( i ,  2 r  1  2)  5  V  W  ( i ,  2 r )  et  V  U ( i ,  2 r )  5  V  W  ( i ,  2 pi  1  2) ,  on peut poser
 g ( i )  5 5  2 r , 2 r  1  2 ,
 f  ( i ) ,
 si  f  ( i )  5  2 r  1  2 ;
 si  f  ( i )  5  2 r ;
 dans  les  autres  cas .
 En re ´  sume ´  , les valeurs de  g  dans la ligne 2 r  et 2 r  1  2 sont de ´  termine ´  es de fac ¸  on
 naturelle a `  partir de ceux de  f  dans la ligne 2 r  1  2 et 2 r  respectivement . Et pour les
 quatre colonnes restantes , le changement d’e ´  valuation est repre ´  sente ´  par le dessin en la
 Figure 9 .
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x     x
0     1
1     0
1     1
X
2r – 1 2r 2r + 1
V U  =
y     y
1     1
0     1
1     0
z     y
Y
2r + 2
0     1
⇒
x     x
0     1
1     0
1     1
z     y
Y
2r – 1 2r 2r + 1
V W =
y     y
1     1
0     1
1     0
x    z
X
2r + 2
1     0x    z
x z
 F IGURE 9 .
 (i) Si  f  (2 r )  ?  2 r  1  2 ,  alors les valeurs de  g  dans les colonnes 2 r  2  1 ,  2 r ,  2 r  1  1 et
 2 r  1  2  sont de ´  termine ´  es de fac ¸  on naturelle par celles de  f  dans les colonnes 2 r  1  1 ,
 2 r  1  2 ,  2 r  2  1 et 2 r , respectivement .
 (ii) Si  f  (2 r )  5  2 r  1  2 ,  alors les valeurs de  g  dans les colonnes 2 r  2  1 ,  2 r ,  2 r  1  1 et
 2 r  1  2  sont de ´  termine ´  es de fac ¸  on naturelle par celles de  f  dans les colonnes 2 r ,  2 r  1  2 ,
 2 r  2  1  et 2 r  1  1 , respectivement . Remarquons que dans ce cas , les valeurs de  f  pour les
 colonnes 2 r  2  1 ,  2 r  1  1 et 2 r  1  2 sont assez arbitraires puisque (2 r ,  f  (2 r ))  P  B 2 r  >  B 2 r 1 2 .
 L’inverse de cette construction est assure ´  e par les faits que dans le cas (i) on a
 toujours  g (2 r  2  1)  ?  2 r  1  2 ,  et dans le cas (ii) on a  g (2 r  2  1)  5  2 r  1  2 .
 On ve ´  rifie que  f  S  g  est une bijection conservant l’e ´  valuation .  h
 Le Lemme 3 . 2 dit que le The ´  ore `  me 2 . 1 est vrai pout la suite  U  5  ( X ,  X ,  .  .  .  ,  X  ) .  Par
 les Lemmes 3 . 3 et 3 . 4 , le The ´  ore `  me 2 . 1 est alors vrai pour toute suite  U  arbitraire .
 R EMARQUE .  Une autre interpre ´  tation combinatoire des nombres de Genocchi est
 celle des  applications exce ´  dantes alternantes  de l’article [6] . Il est dif ficile de trouver une
 de ´  monstration analogue pour ce re ´  sultat . Bien que le Lemme 3 . 1 existe toujours , on ne
 voit pas comment de ´  composer l’ensemble des couples ( E ,  f  ) en trois classes satis-
 faisantes , comme dans le Lemme 3 . 2 .
 4 .  U N  C ODAGE  P OUR LES  A PPLICATIONS  E XCE ´  DANTES  S URJECTIVES
 Le fait que les polyno ˆ  mes  F n ( x ,  y ,  z ) sont syme ´  triques en les trois variables  x ,y ,z  peut
 eˆ tre e ´  tabli de la fac ¸  on suivante . En prenant la suite  U  5  ( X ,  X ,  .  .  .  ,  X  ) ,  on obtient
 ArUn 5 An et maxU 5 max , fixU 5 fix et surU 5 sur . Si l’on prend la suite U 5 (Y ,  Y ,  .
 ¸¸ A U n  5  A n  et max
 U  5  max , fix U  5  fix et sur U  5  sur . Si l’on prend la suite  U  5
 ( Y ,  Y ,  .  .  .  ,  Y ) ,  on a , en revanche ,  A U n  5  A n  et max U  5  sur , fix U  5  max et sur U  5  fix .
 D’ou `   F n ( x ,  y ,  z )  5  F n (  y ,  z ,  x ) .
 D’autre part , soit  f  P  A n  ,  on de ´  finit une involution  f  S  f  9 telle que  f  9 (2 i )  5  f  (2 i  2  1)
 et  f  9 (2 i  2  1)  5  f  (2 i ) pour 1  <  i  <  n .  Cette involution montre que  F n ( x ,  y ,  z )  5  F n ( x ,  z ,  y ) .
 Par conse ´  quent , le polyno ˆ  me  F n ( x ,  y ,  z ) est syme ´  trique en les trois variables  x ,y ,z .
 En comparant le The ´  ore `  me 1 . 2 et le The ´  ore `  me 2 . 1 dans le cas particulier ou `
 U  5  ( X ,  X ,  .  .  .  ,  X  ) ,  on voit qu’il doit exister une bijection de  A n  sur  A n  qui envoie les
 statistiques ‘max’ , ‘fix’ et ‘sur’ sur les statistiques ‘max’ , ‘fix’ et ‘sai’ . Notre propos final
 est de construire une telle bijection , qui est , en fait , une involution . Auparavant , nous
 donnons un  codage  pour les applications exce ´  dantes surjectives de [2 n ] sur 2[ n ] .
 Notons  $  l’ensemble de tous les mots ayant les lettres 0 et 1 . Soit  m  P  $ ,  la longueur
 de  m  et le nombre de lettres  a  dans  m  sont note ´  s respectivement  u m u  et  u m u a  .
 Soit  n  un entier positif . Notons  $ n  l’ensemble de toutes les suites de mots
 ( d 1  ,  d 2  ,  .  .  .  ,  d n 2 1 )  P  $  satisfaisant les conditions :
 (C1)  u d 1 u  5  2 ;
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0     1 0     1
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1     0
1     1
⇒
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 (C2)  u d i u  5  u d i 2 1 u 1  1  2 pour 2  <  i  <  n  2  1 ;
 (C3)  u d i u 0  >  1 pour 1  <  i  <  n  2  1 .
 Par exemple , la suite (10 ,  011 ,  0101) est un e ´  le ´  ment de  $ 4 . D’apre `  s les travaux de
 Dumont – Foata [5] , on peut tirer ici explicitement une bijection  f  S  d  entre  A n  et  $ n ; la
 suite  d  est appele ´  e  codage  de l’application  f .  Par exemple , le codage de l’application
 f  5  42686888  est la suite  d  5  (10 ,  011 ,  0101) .  Ce codage est construit de la fac ¸  on
 suivante :
 (1)  dessiner le graphe de l’application  f  dans un escalier pair en mettant des lettres 0
 sur les points ( i ,  f  ( i )) ;
 (2)  ajouter des lettres 1 de sorte que chaque colonne lue de haut en bas contienne une
 suite maximale de la forme 011  ?  ?  ?  1 ;
 (3)  lire les nombres e ´  crits , ligne par ligne , de bas en haut et de gauche a `  droite . Pour
 1  <  i  <  n  2  1 , d i  correspond a `  la ligne de hauteur  i .
 Nous remarquons que ce codage peut e ˆ  tre e ´  tendu a `  l’ensemble de toutes les
 applications de ´  finies sur l’escalier pair en supprimant simplement la condition (C3)
 dans la de ´  finition de l’ensemble  $ n .
 D’apre `  s cette de ´  finition , on a les proprie ´  te ´  s suivantes .
 L EMME 4 . 1 .  Soit d le codage de l ’ application f . Alors on a :
 (1)  max(  f  )  5  u d n 2 1 u 1 ;
 (2)  fix(  f  )  5  4 h i  u  d i  5  m 0 j ;
 (3)  sur(  f  )  5  4 h i  u  d i  5  m 0 a  j ;
 (4)  sai(  f  )  5  4 h i  u  d i  5  0 m j ;
 ou `   u a  u  5  1  et m  P  $ .
 Nous de ´  finissons maintenant une involution  i a b :  m  S  m ˆ   sur  $  . Si  u m u  5  2 ,  on pose
 m ˆ  5  m ; sinon ,  m  peut s’e ´  crire sous la forme  m  5  a m 9 b g  ou `   u a  u  5  u b  u  5  u g  u  5  1 , m 9  P  $ ,
 et on pose alors  m ˆ  5  b m 9 a g .  Remarquons que cette involution ne change pas la
 longueur et le nombre de 1 . Cette de ´  finition peut e ˆ  tre prolonge ´  e a `  tout l’ensemble  $ n
 d’une fac ¸  on naturelle :
 $ n
 d  5  ( d 1  ,  d 2  ,  .  .  .  ,  d n 2 1 )
 ÅÅ 5
 i a b
 £ — 5
 $ n
 d ˆ  5  ( d ˆ  1  ,  d ˆ  2  ,  .  .  .  ,  d ˆ  n 2 1 )
 T HE ´  ORE `  ME  4 . 2 .  Il existe une in y  olution  I a b  :  f  S  f ˆ  sur A n telle que :
 ( 1 )  max(  f  )  5  max( f ˆ  ) ;
 ( 2 )  fix(  f  )  5  fix( f ˆ  ) ;
 ( 3 )  sur(  f  )  5  sai( f ˆ  ) ;
 ( 4 )  sai(  f  )  5  sur( f ˆ  ) .
 D E ´  MONSTRATION .  Soient  f  P  A n  et  d  P  $ n  le codage de  f .  Par l’involution
 pre ´  ce ´  dente , on obtient une autre suite  d ˆ  ; l’application  f ˆ   vient alors du codage  d ˆ  .
 D’apre `  s le lemme pre ´  ce ´  dent , on peut ve ´  rifier que les quatre relations pour les
 statistiques sont satisfaites .  h
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 Par exemple , si on prend l’application  f  5  42686888 ,  alors , son codage est la suite
 d  5  (10 ,  011 ,  0101) ;  d’ou `  ,  d ˆ  5  (10 ,  101 ,  0101) et  f ˆ  5  62486888 .  On peut ve ´  rifier que
 max(  f  )  5  max( f ˆ  )  5  2 ,  fix(  f  )  5  fix( f ˆ  )  5  1 ,  sur(  f  )  5  sai( f ˆ  )  5  1 et sai(  f  )  5  sur( f ˆ  )  5  2 .
 On peut e ´  galement de ´  finir deux autres involutions  i a g  et  i b g  sur  $  . Si  u m u  5  2 ou
 m  5  a g  avec  u a  u  5  u g  u  5  1 ,  on pose  i a g  ( m )  5  i b g  ( m )  5  g a  ; sinon , on de ´  compose
 m  5  a m 9 b g  comme dans le cas de l’involution  i a b  ,  et on pose
 i a g  ( m )  5  g m 9 b a  et  i b g  ( m )  5  a m 9 g b  .
 En utilisant la me ˆ  me proce ´  dure que dans le the ´  ore `  me pre ´  ce ´  dent , on retrouve deux
 autres proprie ´  te ´  s de syme ´  trie :
 P ROPOSITION 4 . 3 (Dumont – Foata) .  Il existe une in y  olution  I a g  :  f  S  f ˆ  sur A n telle
 que :  ( 1 ) max(  f  )  5  max( f ˆ  ) ;  ( 2 ) fix(  f  )  5  sai( f ˆ  ) ;  ( 3 ) sai(  f  )  5  fix( f ˆ  ) .
 P ROPOSITION 4 . 4  If existe une in y  olution  I b g  :  f  S  f ˆ  sur A n telle que :  ( 1 ) max(  f  )  5
 max( f ˆ  ) ;  ( 2 )  fix (  f  )  5  sur( f ˆ  ) ;  ( 3 ) sin(  f  )  5  fix( f ˆ  ) .
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